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Argument 

 
În elaborarea acestor culegeri de probleme s-a pornit de la ideea că oricare 

manual ar fi insuficient pentru desăvârşirea pregătirii la matematică. 
Unele dintre publicaţiile de specialitate apărute, care au tratat problematica 

olimpiadelor nu oferă posibilitatea aprofundării tematice, mai mult, unele pro-
bleme dificile nu sunt rezolvate sau sunt prezentate doar rezultatele. 

Problemele au fost atent selectate, soluţiile au fost redactate cu grijă, au so-
luţii complete, insistându-se pe soluţii originale, diferite de cele existente în 
celelalte culegeri apărute. 

Culegerea se adresează atât elevilor care se pregătesc pentru concursuri, cât 
şi profesorilor acestora, care pot găsi aici probleme pentru pregătirea concursu-
rilor şcolare. 

Autorii îşi exprimă convingerea că aceste lucrări constituie un material di-
dactic util, care poate conduce spre performanţă. De asemenea, se consideră 
faptul că aceste lucrări se adresează unor spirite deschise şi se aşteaptă sugestii 
şi recomandări din partea cititorilor. 

 
Autorii 
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I. Mulţimea numerelor naturale. Operaţii în N 
Factorul comun 

1. Puteri naturale 

1. Fie numerele  x = 222  423  824  1625 : 3232 + (78)5 : {(25)28 + 4920} şi 

      y = 2513 : 526 + 342 : 921 + 421 : 814. 
 a) Arătaţi că x + y este pătrat perfect. 
 b) Calculaţi xy şi yx. 

Etapa locală, Argeş 2009 
 

2. Fie numerele a = (298 + 299)  (599 + 5100), b = (299 + 2101)  (598 + 5102). 

 a) Comparaţi numerele. 
 b) Care este ultima cifră a numărului a + b? 

Etapa locală, Bihor 2009 
 

3. a) Scrieţi următoarele numere în odine crescătoare:  

 x = 21653 – 21652 – 21651, y = 3993 – 2  3992 – 2  3991 – 3990 şi  

z = 7662 + 9  7660 – 8  7661. 

Etapa locală, Cluj 2008, prof. Lucia Iepure 
 

b) Fie A = {2100 : 43  26 : 25 : 22  (411  225)4 : (45  128)11 + (81 : 34 – 20080)   
 20086}14. Scrieţi numărul A ca o putere cu baza 16. 

c) Comparaţi numerele 1714 şi 
11

ab , unde ab este cel mai mic număr natural cu 

proprietatea 18baab  . 

Etapa judeţeană, Cluj, prof. Cristian Pop 
 

4. Calculaţi: 

 a) 10  {182 : 324 + 2  (22  3)15 : (229  315) + 124}; 

 b) (51+2+3+...+20 + 4  5210) : 5211. 

Etapa judeţeană, Harghita 2009 
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5. Calculaţi: 

 a) N = 8666 + 19990 + 23  297 + (32)51 : (1 + 450 + 2734) – 4999; 

 b) X = 1996  1995 – 1995  1994 – 2  1994; 

 c) S = 3 + 5 + 7 + ... + 2009 – 2 – 4 – ... – 2008. 

Etapa locală, Harghita 2009 
 

6. Fie A = 1  2  3  ...  n, unde n  , n  3. 

 a) Pentru a = 10, stabiliţi care este cifra miilor numărului A. 
 b) Determinaţi cel mai mic număr natural n pentru care numărul A se divide cu 
1000. 
 c) Pentru n găsit anterior, demonstraţi că A nu este pătrat perfect. 

Etapa locală, Iaşi 2009 
 

7. Fie a = 12815  575 – 12525  (215)7 + 363, b = (745 – 5  744 – 97  742) : 502. 
 Comparaţi numerele a şi b. 

Etapa locală, Maramureş 2009, prof. Aurel Băieş 
 

8. Calculaţi: 

 a) 142  729 – 142  329 – 400; 

 b) 37  310 + 2201 : 2106 – 5  (52)5 : (317 + 295 – 511); 

 c) 1 + 2 – 3 + 4 + 5 – 6 + 7 + 8 – 9 + ... + 2005 + 2006 – 2007 + 2008. 

Etapa locală, Mehedinţi 2008 
 

9. Calculaţi: 

 a) )2120(...)220()120(2008 33333320080

 ; 

 b) 20082  250 – 102  2  10042 – 27  52  5022. 

Etapa locală, Prahova 2008, prof. Nicolae Radu 
 

10. Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiilor: 

 a) Suma S = 1 + 1  2 + 1  2  3 + ... + 1  2  3  ...  2008 are ultima cifră egală cu 3; 

 b) 1 + 3 + 5 + ... + 2007 < 2 + 4 + 6 + ... + 2008. 

Etapa locală, Satu Mare, prof. Natalia Danci 
 

11. Fie a = 41004 – 22007 – 41003 – 22005 – 41002 – 22003 – ... – 21 – 40. Aflaţi numărul n din 
egalitatea 2008n – a2008 = 2007a. 

Etapa locală, Teleorman 2008 
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12. Determinaţi cifrele a, b, c, d, e cu proprietatea că cdeabc
2abc  . 

Etapa locală, Timiş 2009, prof. Andrei Eckstein 
 

13. Comparaţi numerele: a = 22011 – 22010 – 22009 şi b = 5862 – 4  5861. 

Etapa locală, Alba 2010, G.M. 10/2009 
 

14. Calculaţi: 2 + 2  (3 + 6 + 9 + ... + 2010) : 671 + 21 + 22 + 23 + ... + 22009 – 22010. 

Etapa locală, Bacău 2010 
 

15. Comparaţi numerele: a = 22010 – 22009 – 22008 şi b = 31256 – 2  31255. 

Etapa locală, Bihor 2010 
 

16. Calculaţi: 

 a) (32 + 23 + 23  53 : 102) : 33; 

 b) 27101 : {(310  315)12 + (97 : 34)30 + (32  33)106}. 

Etapa locală, Harghita 2010 
 

17. Fie numerele naturale a, b, c care verifică egalităţile: a  c + b  c = a  b + b2 şi  

a + b = 2010. 
a) Să se compare numerele b şi c. 

b) Să se calculeze 2  a + b + c. 

c) Să se calculeze (a2 + a  b + b2)  (b2 – c2)  (c2 + a2). 

Etapa locală, Galaţi 2010, prof. Constanţa Gusta 
 

18. Se dau numerele A = 2n  3n+1 + 2n+2  3n+1 + 2n+2  3n+2 şi  

B = 5n+2  7n+1 – 5n  7n+1 – 5n  7n+2, n  . Arătaţi că A < B. 

Etapa locală, Mehedinţi 2010 
 

19. Ştiind că 32 + 33 + 34 + ... + 32010 = a  b2  (1 + 37 + 314 + ... + 32002), unde a, b   

  – {0, 1}, să se arate că a + b6 + 2b4 + b3 – b0 = 2010. 

Etapa locală, Olt 2010, prof. Ion Burcă 
 

20. Comparaţi numerele: a = (85 + 253 – 735 : 720) : (215 – 715 + 56)  326 şi 

 b = 2101 : (5171 : 5170 – 3)98 + 2105 : (23  24) + (211)9  238. 

Etapa locală, Timiş 2010 
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II. Mulţimea numerelor raţionale pozitive +  

1. Fracţii ordinare 

1. a) Fie p un număr prim. Demonstraţi că numărul x = 
1p

1

p

1
...

2

1
1


 nu este 

număr natural. 

Etapa judeţeană, Dâmboviţa 2008, prof. Călin Burduşel 

 b) Fie numerele n, x  {1, 2, ..., 9}. Arătaţi că: 

 
xmx

xnx...x2xx1x 
 , unde 

2

1n
m


 , dacă n este impar;  

 
xqxxpx

xnx...x2xx1x




 , unde 
2

2n
q,

2

n
p


 , dacă n este par. 

Etapa judeţeană, Dâmboviţa 2008, prof. Elena Boghe 
 

2. a) Simplificaţi fracţia: 
x3x3x3

x2x2x2
şi aflaţi x pentru care fracţia este ireductibilă. 

 b) Se consideră şirul de fracţii: ...;
23

17
;

19

14
;

15

11
;

11

8
;

7

5
. Determinaţi următorul termen 

al şirului şi pe cel de-al cincizeci şi unulea. 
Etapa judeţeană, Sibiu 2008, prof. Pavel Toader 

 
3. Simplificaţi fracţiile: 

 a) 
11011...332211

3003...963




;  

 b) 
)ccbbaa)(cabbcaabc(

)cccbbbaaa)(cabcab(




. 

4. Determinaţi fracţia subunitară ireductibilă F, pentru care numărul: 

F
10

987 201020102010




 

este natural. 

Etapa locală, Giurgiu 2010, prof. Ionel Tudor 
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5. Arătaţi că fracţia: 
500400...151210854

300200...966432




 este reductibilă. 

Etapa locală, Vaslui 2010, prof. Aurel Dumitru 
 

6. Determinaţi n  * astfel încât: 
2006

2005

2n

n

2005

2004



 . 

Etapa judeţeană, Bucureşti 2010, G.M. 
 

7. Să se determine cifrele a şi b, din sistemul zecimal, ştiind că au loc simultan egalită-

ţile: 
a1

ab
a  şi 

a3

ab
b  . 

Etapa judeţeană, Buzău 2010 
 

8. Determinaţi x  *, astfel încât 
x2 3x 5

71

 
 să fie fracţie subunitară. 

Etapa locală, Covasna 2009 
 

9. Demonstraţi că: 

 a) 
defdefdef

abcabcabc

defdef

abcabc

def

abc
 ;   b) 

2002...1062

3003...1593

5210

1052
1nnn

nn3n












. 

Etapa locală, Dâmboviţa 2009, prof. Călin Burduşel 
 

10. Demonstraţi că, dacă 1
2008

1
...

671

1

670

1
 , atunci 1

2011

1
...

672

1

671

1
 . 

Etapa locală, Dâmboviţa 2009, prof. Călin Burduşel 
 

11. a) Ştiind că 

b

1

a

1
2

2

ba





,  a, b  *, a  b, arătaţi că: 

  
ba

4

b

1

a

1


 ,  a, b  *, a  b. 

 b) Demonstraţi că 
20

13

1000

1
...

502

1

501

1
 . 

Etapa judeţeană, Botoşani 2009 
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12. Să se demonstreze că fracţia nn

nnnn

49

)73(28




 se poate simplifica printr-un nu-

măr natural diferit de 0 sau 1, pentru orice n  *. 

Etapa judeţeană, Galaţi 2009, prof. Milu Cârmaciu 
 

13. Se consideră numerele:  

200874

201032

2...222

2...222
a




 ; 

200953

201032

3...333

3...333
b




 ;  

c = 2006116

201032

5...555

5...555




 .  

Arătaţi că a + b + c  . 

Etapa judeţeană, Dâmboviţa 2010, prof. Cristian Grecu 
 

14. Dacă a şi b sunt cifre cu a  0, arătaţi că numărul 
b5a

b9a...b2ab1a 
este pătrat 

perfect. 

Etapa judeţeană, Giurgiu 2010, prof. Radu Stănică 
 

15. Se consideră numerele: A(n) = 1 + 3 + 5 + ... + (2n – 1) şi B(n) = 2 + 4 + 6 + ... + 

+ 2n, unde n  *. Arătaţi că: 

 a) 11  A(10) = 10  B(10);     b) 
1n

1

)n(B...)2(B)1(B

)n(A...)3(A)2(A







. 

Etapa judeţeană, Ilfov 2010 
 

16. Determinaţi mulţimea A = 
4n 15

x este reductibilă
3n 7

 
 

 
 . 

Etapa judeţeană, Prahova 2010, prof. Gheorghe Achim 
 

17. Simplificaţi fracţia: 
a7a7a7a7

a3a3a3a3
 şi determinaţi cifra a, astfel încât fracţia obţinută 

să fie ireductibilă. 

Etapa judeţeană, Satu-Mare 2010, prof. Ionela Pop 
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III. Careul cu numere. Careul magic şi supermagic 

 Un pătrat (careu) magic este un tablou cu n linii şi n coloane. Alcătuirea unui careu 
magic constă în aşezarea unor numere în pătratele mici, astfel încât suma numerelor 
(suma constantă) de pe fiecare linie, coloană şi diagonală să fie aceeaşi, s. 
 Un careu magic se realizează: 
1. cunoscând numerele şi suma constantă (s); 
2. cunoscând suma constantă şi câteva numere aflate în careul magic (Rezolvarea 
unor ecuaţii simple); 
3. fără să cunoaştem suma constantă, doar câteva numere aşezate în pătratul magic 
(Rezolvarea unor ecuaţii simple); 
4. existenţa altor condiţii. 

 Un pătrat supermagic 3  3 are următoarele proprietăţi: 

1. produsul numerelor de pe fiecare linie, coloană şi diagonală este egal cu cubul nu-
mărului din centrul pătratului; 
2. produsul numerelor din primul şi al 9-lea pătrat este egal cu produsul dintre al doi-
lea şi al optulea pătrat, care este egal şi cu produsul dintre al treilea şi al şaptelea nu-
măr din pătratul magic; 
3. şi mai mult!  
 Fie următorul pătrat supermagic, completat cu numerele natura-
le a, b, c, d, x, y, z, t, A. 

 Proprietăţi în plus:  a  x  b = A3, x  y = A2, a  d  x  y = A4, ....   

 

1. În fiecare din cele 9 căsuţe ale unui pătrat 3  3 este scrisă cifra 0. 

Alegem un pătrat 2  2 format din n căsuţe alăturate şi mărim cu câte 

o unitate toate cele patru numere din pătratul ales. Repetăm operaţia 
de 100 de ori. În final obţinem pătratul din desenul dat. Aflaţi nume-
rele naturale a, b, c, d, e, f. 

„La şcoala cu ceas”, Râmnicu Vâlcea 2008 
 

2. Un joc pe calculator funcţionează astfel: pe ecranul monitorului 
se afişează un pătrat din nouă căsuţe cu numere naturale scrise în 
fiecare căsuţă. La primul pas al algoritmului este afişat pătratul ală-
turat. 
 

a x b 
z A t 
c y d 

15 a 29 
b c d 
40 e df 

0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
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 Calculatorul selectează la fiecare pas ulterior, un pătrat format 
din patru căsuţe alăturate şi măreşte cu o unitate numerele situate în 
interiorul lor. Astfel la pasul doi se obţine: 
  
 

Algoritmul continuă până la pasul 2009, când este afişat pătratul: 
 
 
 
 
 

 Să se determine numerele a, b, c, d, e. 
„Ion Barbu-Dan Barbilian”, Călăraşi 2008 

 
3. Determinaţi numerele naturale nenule a, b, c, d, e, f, g, 
distincte, cele mai mici posibile, din pătratul alăturat, pentru 
a face un pătrat magic (suma numerelor pe linii, pe coloană 
şi pe diagonale să fie aceeaşi). Niciun număr nu trebuie să se 
repete în pătrat. Justificaţi fiecare alegere. 

Etapa locală, Bacău 2009 
 

4. Completaţi triunghiul magic alăturat, cu numere-
le de la 1 la 9, astfel încât suma numerelor de pe fie-
care latură să fie 17. Explicaţi cum aţi completat tri-
unghiul magic. 

      Etapa locală, Neamţ 2009 
 
 
 
5. Alte triunghiuri magice. 
 a) Suma a 9 numere naturale impare consecutive este pătratul lui 9. Aflaţi numerele 
şi completaţi triunghiul magic cu suma constantă de pe fiecare linie să fie 30. 
 b) Suma a 9 numere naturale pare nenule este 90. Ştiind că numerele sunt consecu-
tive, aflaţi numerele şi completaţi triunghiul magic cu suma de pe fiecare latură egală 
cu 34. 
 c) Schimbaţi poziţiile numerelor aflate la b) şi completaţi triunghiul magic cu suma 
constantă de pe fiecare linie egală cu 46. 

Nicolae Grigore 

1 1 0 
1 1 0 
0 0 0 

408 a 450

b c d 

650 e 500

a 4 3 b 
6 11 c 9 
d 7 8 e 
5 f g 2 

3 

1 2 
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6. Analizând legătura dintre numerele situate în primele două cazuri, găsiţi numerele 
x şi y din cercul al treilea. 
 
 
 
 

 

Etapa locală, Alba 2010 
 

7. Completaţi tabelul alăturat cu numere naturale diferite, astfel ca suma numerelor de 
pe fiecare linie, fiecare coloană şi fiecare diagonală să fie egală cu 24. 
 
 
 
 

Etapa judeţeană, Alba 2010, prof. Cristian Pop 
 

8. Completaţi pătratul alăturat, ştiind că suma numerelor de pe fie-
care linie, fiecare coloană şi fiecare diagonală este aceeaşi. 

    Etapa judeţeană, Vâlcea 2010 
 

9. Completaţi următoarele pătrate magice: 
 
 

 
 

10. Completaţi următorul pătrat supermagic 3  3: 

 
 
 

Nicolae Grigore 
 

11. Formaţi un pătrat supermagic 3  3 cu numerele: 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 

scrise o singură dată, astfel încât să obţineţi pe fiecare linie, coloană şi diagonală pro-
dusul celor trei numere 215. 

Nicolae Grigore 
 

44 

27 
57 

2010

x 
y 

135

118
148

   
   
   

19 24  
18   
  21 

6   
 12  

4  24

  24 
25  13 
14   

  6 
 9  
12  8 

  23
 17  
 27 13

a) b) c)
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12. Se consideră numerele naturale a şi b astfel încât 2  a < b. Se 

completează fiecare dintre cele 9 pătrăţele ale pătratului din figura 
alăturată cu numerele 1, a şi b astfel încât fiecare dintre acestea să 
apară o singură dată pe fiecare linie şi pe fiecare coloană a pătratului. 

a) Arătaţi că două dintre colţurile opuse ale pătratului sunt com-
pletate cu numere egale. 

b) Arătaţi că una dintre diagonalele pătratului este completată cu numere egale. 
c) Dacă produsul numerelor de pe fiecare linie, de pe fiecare coloană este egal cu n, 

arătaţi că n este un cub perfect. 

Etapa locală, Bucureşti, 2012 
 

   

   

   



 101

SOLUŢII 

I. Mulţimea numerelor naturale. Operaţii în N. Factorul comun 

1. Puteri naturale  

1. a) x = 1, y = 3, x + y = 4 = 22 este pătrat perfect; b) xy = 13 = 1, yx = 31 = 3. 2. a = 298(1 + 2)   
 598(5 + 52) = (2  5)98  3  30 = = 1098  3  3  10 = 9  1099; b = 299(1 + 22)  598(5 + 54) = 299   
 598  5  630 = 1099  630  a < b. 3. a) x = 21651  (4 – 2 – 1) = 21651, y = 3992(3 – 2) – 2  3991 –  
– 3990 = 3991 – 3990 = 2  3990; x = 2  21650 = 2  (25)330 = 2  32330 (1); y = 2  (33)330 = 2  27330 (2);  
z = 2  (72)330 = 2  49330, (3). Din (1), (2), (3) rezultă că y < x < z; b) A = {2100 : (25  2188 : 2187 

+ 0)6}14 = 2100 : 284 = 216 = (24)4 = 164; c) 2ba18)ba(918baab  şi cb cel mai 

mic  31ab  ; 1714 > 1614 = 256 > 255 = (25)11 > 3111. 4. a) 70; b) 1. 5. N = (23)666 + (1 + 2100 +  
+ 3102) : (1 + 2100 + + 3102) – 21998 = 21998 + 1 – 2198 = 1; x = 1995(1996 – 1994) – 2  1994 =  
= 2(1995 – 1994) = 2; S = 1004)20082009(...)67()45()23(

ori1004

    . 6. a) n = 10   

 A = 1  2  3  4  ...  10 = 10! = 518400, cifra miilor este 8; b) 1000  A  ultimele trei cifre 
sunt zerouri  A = n! are ca factor pe 103 = 23  53 iar factorul 5 apare câte o singură dată la 5, 
10 şi 15  n = 15 cel mai mic; c) Cum A se termină cu trei zerouri, el nu poate fi pătrat perfect. 
7. a = (2105  575 – 575  2105 + 363)2 = 3126 = (33)42 = 2742 (1); b = 742  (343 – 254 – 97) : 12 =  
= (742)2 = (72)42 = 4942 (2). Din (1) şi (2)  a < b. 8. a) 142(729 – 329) – 400 = 400(142 – 1) =  
= 78000; b) (317 + 295 – 511) : (317 + 295 – 511) = 1; c) (1 + 2 – 3) + (4 + 5 – 6) + (7 + 8 – 9) +  
+ (10 + 11 – 12) + ... + (2005 + 206 – 2007) + 2008 = (3 + 6 + 9 + ... + 2004) + 2008 = 3(1 +  
+ 2 + 3 + ... + 668) + 2008 = 3  334  669 + 2008 = 672346. 9. a) Conţine factorul 203 – 203 = 0. 

Deci produsul este 0; 200802008
02008  ; b) 10042  22  250 – 52  22  2  10042 – 25  22   

 52  5022 = 10042  23  53 – 10042  52  23 – 10048  25  52 = 10042  23  52  (5 – 1 – 22) = 0.  
10. a) Pentru n < 5, U(5) = U(1 + 2 + 6 + 4) = 3. Pentru n  5, U(n!) = 0, deci U(S) = 3. Propo-
ziţia este adevărată; b) 1 + 3 + 5 + ... + 2007 < 2(1 + 2 + 3 + ... + 1004)  10042 < 1004  1005 
(A). 11. a = 22008 – 22007 – 22006 – 22005 – 22004 – 22003 – ... – 2 – 1; 22008 – 22007 =  
= 22007(2 – 1) = 22007; 22007 – 22006 = 22006(2 – 1) = 22006; .... ; 23 – 22 = 22(2 – 1) = 22; 22 – 2 = 2; 

a = 2 – 1 = 1; 2008n – 12008 = 20071  2008n = 2008  n = 1. 12. 2
abcabc

mabc2abc  şi 

mai mult o putere a lui 2 număr de trei cifre; abc  {27, 28, 29} = {128, 256, 502}. Avem 

128128 = 89627 2)2(
7

  a = 1, b = 2, c = 8, d = 9 şi e = 6; cde20482568256 22)2(256  . 

Deci (a, b, c, d, e) = (1, 2, 8, 9, 6). 13. Din a = 22009(22 – 2 – 1) = 22009 = (27)287 = 128287 şi b =  
= 5861(5 – 4) = 5861 = (53)287 = 125287  a > b. 14. 2 + 2  3(1 + 2 + 3 + ... + 670) : 671 + 22010 –  

– 2 – 22010 = 2  3  2010671:
2

671670



. 15. Din a = 22008  (22 – 2 – 1) = 22008 = (28)251 =  

= 256251 şi b = 31255  (3 – 2) = 31255 = (35)251 = 243251  a > b. 16. a) (9 + 8 + 103 : 102) : 27 = 1; 
b) 3303 : (3300 + 3300 + 3300) = 3303 : 3301 = 32 = 9. 17. a) c  (a + b) = b(a + b)  2010c = 2010b; 
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b) 2a + b + b = 2(a + b) = 2  2010 = 4020; c) b = c  factorul b2 – c2 = 0, deci produsul (a2 +  
+ a  b + b2)(b2 – c2)  (c2 + a2) = 0. 18. Din A = 2n  3n+1  (1 + 22 + 22  3) = 17  2n  3n+1 şi B =  
= 5n  7n+1  (52 – 1 – 7) = 17  5n  7n+1  A < B.  

19. 


 

20112010543
1

201042
1

33...333S3

3|3...333S
;  




200921147

2
7

72002147
2

3...333S3

3|3...331S
 

  
2

33
S33S2

22011

1
22011

1


      
13

13
S13S)13(

7

2009

2
2009

2
7




 .  

Avem 13:
13

13
ba

2

33 2009
7

2009
2

22011








 
13

ba

2

9
7

2




  a  b2 = 


2

)13(9 7

9  1093 =  

= 1093  32. Cum 1093 este număr prim  a = 1093 şi b = 3. Atunci a + b6 + 2b4 + b3 – b0 =  
= 2010  1093 + 729 + 162 + 27 – 1 = 2010 (A). 20. Din a = (215 + 56 – 715) : (215 – 715 + 56)  
 326 = 326 = (32)13 = 913 şi b = 2101 : (298 + 298 + 299)  238 = 2101 : 2100  238 = 239 = (23)13 = 813  
 a > b. 21. Din a = 2990  (22010 – 22009)  2 = 2990  22009  2 = 23000 = (23)1000 = 81000 şi b = 33000 : 
: (31002 – 31000) : 8 = 33000 : 31000  8 : 4 = 32000 = (32)1000 = 91000  a < b. 22. a = 1 + 2 + 22 +  
+ 23 + ... + 22008 + 22009   2, (1); 2a = 2 + 22 + 23 + 24 + ... + 22009 + 22010, (2). Se scad relaţiile 
(1) şi (2)  a = 22010 – 1  a + 1 = 22010; b = 4  31333 – 4  31332 + 4  31331 – 4  31330 + ... +  
+ 4  33 – 4  32 + 4  3 – 4 scriem 4 = 3 – 1; b = (3 + 1)  31333 – (3 + 1)  31332 + (3 + 1)  31331 + 
+ ... + (3 + 1)  33 – (3 + 1)  32 + (3 + 1)  3 – (3 + 1)  b = 31334 + 31333 – 31333 – 31332 + 31332 + 
+ 31331 + ... + 34 + 33 – 32 + 32 + 3 – 3 – 1  b = 31334 – 1  b + 1 = 31334; avem a + 1 = 22010 < 
< (23)667 = 8667 < (32)667 = 9667 = 31334 = b + 1  a + 1 < b + 1. 23. a = (53)13 + (35)13 =  
= 12513 + 24313 şi b = 291 + 2104 = (27)13 + (28)13 = 12813 + 25613. Dar 12513 < 12813; 24313 <  
< 25613. Dacă se adună aceste ultime două relaţii, se obţine a < b. 24. a) La unităţi cifra 5 se 
foloseşte pentru scrierea numerelor mai mici decât 100, de 10 ori, iar la zeci de 9 ori. Deci cifra 
5 se foloseşte pentru scrierea numerelor mai mici decât 100 de 10 + 9 = 19 ori; b) Din a =  
= 160552 = (1603)184 = (4096000)184 şi b = 2009368 = (20092)184 = (4036081)184  a > b sau, 
comparăm numerele 1603 cu 20092; 1603 > 283 = (27)3 = 221 = 87 > 7  77 = 78 = (74)2 > 20092 
 a > b. 25. Peştele uriaş înghite 7 + 7  6 + 7  6  5 = 259 peşti sau: 7 peşti mari vor înghiţi  
7  6 = 42 peşti mijlocii; 42 peşti mijlocii vor înghiţi 42  5 = 210 peşti mici. Peştele uriaş înghi-
te 210 + 42 + 7 = 259 peşti. 26. a) S = 1 + 2 + 3 + ... + 2011 = 2011  1006 = 2023066;  
b) Numerele fiind distincte, cu suma 2023067, ele pot fi 1, 2, 3, ..., 2011. Cum S = 2023066 < 
< 2023067, rezultă că cel puţin unul dintre ele este mai mare decât 2011. Numerele sunt 1, 2, 3, 

..., 2010, 2012. 27. 



6032

592

6...666a6

6|6...661a
  ; 




8032

792

5...555b5

5|5...551b
 

        5a = 660 – 1       4b = 580 – 1 

b4a5
16251)5(b4

12161)6(a5
20204

20203











. 28. a) a = (52n : 5n – 5n + 81 – 64 – 17)  (32 – 25 –  

– 7) : 1993 + 1993 = 1993; b = 25  19925 – 25  19925 + 24  83 = 24  83 = 1992; c = 103 +  
+ 9  102 + 9  10 + 4 = 1994. Atunci m = (2  a – b – c)1907 = (2  1003 – 1992 – 1994)2007 =  
= 02007 = 0; b) Din a = 2n  (22 + 3  2 – 9) = 2n şi b = 2  2n  5n – 10n = 10n(2 – 1) = 10n  a <  

< b, n  * şi a = b, dacă n = 0. 29. Numerele  a, b, c se pot scrie: a = 2333  (4 – 2 – 1) = 2333 =  

= (23)111 = 8111; b = 3222  (9 – 3 – 1) = 5  3222 = 5  (32)111 = 5  9111; c = 4111  (16 – 4 – 1) = 11  4111; 
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x = c : 11 = 11  4111 : 11 = 4111. Din toate aceste relaţii rezultă 4111 < 8111 < 5  9111  x < a < b. 
30. a  b, a şi b cifre, cu a3 = b2  a < b; a3  {1, 8, 27, 64, 125, 216, 512, 729}  b2  {64, 

729}  b = 8 şi a3 = 64 = 43 = 4. Avem 488 şi 844; aabb

13244344aa

17688288bb

ba
2)2(8b

2)2(4a











.  

31. a = 4 – {125 – 100 – (1 + 3)  5 + 40 – 5}  125 = 4 – 125 – (100 – 20 + 40) – 5  25 =  
= 4 – (125 – 125)  125 = 4 – 0  125 = 4; b = 216 + 39 : 38  3 – 216 + 210 : (25  4) – 22  3; b =  

= 32 + 210 : 27 – 12 = 9 + 8 – 12 = 17 – 12 = 5. Atunci (ba a5) b5 b0 aax      (54 – 45)   

 55 – 50 =  44x   440 + x = 9  55 – 50  440 + x = 495 – 50  440 + x = 445  x = 5. 
32. Vom calcula numărul d; d = 1000 : 123 + 34 : (324 : 18 – 1) + 1 = 1000 : (123 + 34 : 17) +  
+ 1 = 1000 : (123 + 2) + 1 = 1000 : 125 + 1 = 9. Expresia este egală cu: a2 + 3a  (b – c) + d2 =  
= 72 + 3  7  10 + 92 = 49 + 210 + 81 = 340. 33. Scriem 2009 = 2010 – 1; atunci m = 20103 –  
– 20102  (2010 – 1) – 2010  (2010 – 1) – (2010 – 1); m = 20103 – 20103 + 20102 – 20102 +  
+ 2010 – 2010 + 1 = 1; a) n = 2010  (1004 + 1005) + 2009 = 2010  2009 + 2009; n = 2009   
 (2010 + 1) = 2009  2011 produs de două numere naturale impare; b) nm + mn = (2009  2011)1 +  
+ 120092011 = 2009  2011 + 1 = 4040100. 34. A = 3330  (33 – 2  32 – 2  3 – 1) = 2  3330 =  
= 2  (33)110 = 2  (33)110 = 2  27110; B = 2551  (22 – 2 – 1) = 2551 = 2  2550 = 2  (25)110 = 2  32110; 
















110

1101102

110

322B

252)5(2C

272A

 2  25110 < 2  27110 < 2  32110  C < A < B. 35. n = (3  17)5 –  

– 515 + 1 = 515 – 515 + 1  n = 1; m = (511 : 510)2011 : (53)670 = 52011 : 52010 = 5; 











11n

5m
20112011

 n2011 < m. 36. x + (1 + 527 : 53 + 518 – 524 – 518)  2001 = 2001  1001   

 x + (1 + 524 – 524 + 518 – 518)  2001 = 2001  1001  x + 2001 = 2001  1006  x =  
= 2001(1001 – 1)  x = 2001  1000  x = 2001000. 37. a) x = {27 + 36 – (28 – 7) : 7  4} : 
: 159; x = 27 + (36 – 3)  4 : 159 = (27 + 33  4) : 159 = 1; y = 1 – (53  111113 – 555553) = 1 – 
– (555553 – 555553) = 1; b) Atunci a = 3 + (31)2 + 31+1 + (31)2 – 31:1 = 3 + 32 + 32 + 32 – 3 =  
= 27 = 33; a2011 = 272011 = (33)2011 = (32011)3 este cub perfect. 38. a) A = (210  29)10 : 220 + (327   
 38)2 : 320 = 2190 : 220 + 370 : 320 = 2170 + 350 = 2m + 3n, cu m = 170 şi n = 50; B = (25)34 +  

+ (32)25 + p2011 = 2170 + 350 + p2011, p  . Din B = A  2170 + 350 + p2011 = 2170 + 350  p2011 = 

= 0  p = 0. 39. a) Fie numerele consecutive x + 1, x + 2, x + 3, ..., x + 2011; (x + 1) + (x +  
+ 2) + ... + (x + 2011) = 2011  a cu a  1005  2011x + (1 + 2 + 3 + ... + 2011) = 2011  a  
 2011x + 2011  1006 = 2011  a  2011  x = 2011(a – 1006)  x = a – 1006 cu a  1005. 
Atunci 2011  a = (a – 1005) + (a – 1004) + (a – 1003) + ... + (a + 1003) + (a + 1004) + (a +  
+ 1005); b) 20112011 = 2011  x + 2011  1006  2011x = 20112011 – 2011  1006  x =  
= 20112010 – 1006. Deci 20112011 = (20112010 – 1005) + (20112010 – 1004) + (20112010 – 1003) + 
+ ... + (20112010 + 1003) + (20112010 + 1004) + (20112010 + 1005) = 20112010  2011. 40. a – b = 
= 2006; a) Cum diferenţa se micşorează, rezultă că scăzătorul se dublează  a – 2b = 1003  
 a = 1003 + 2b  1003 + 2b – b = 2006  b = 1003 şi a = 3009; b) Fie x şi y cele două nu-
mere  x  y = 420 şi y se măreşte cu trei  x(y + 3) = 483  420 + 3x = 483  3x =  
= 63  x = 21 şi y = 420 : 21  y = 20. 41. Vom aplica regula de calcul cu puteri şi aflarea 
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